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L SINOPSIS TEÓRICA 


1. CONSIDERACIONES INTRODUCTORIAS 


Esta monografía dedicada a centros de gravedad y momentos de inercia se inserta, en el 
contexto de la asignatura Fundamentos y teorías físicas, en el conjunto de temas de la primera 
parte "Fundamentos". 


Y dentro de los fundamentos en el capítulo de “Prefísica”; es decir, el correspondiente al 
estudio de elementos de naturaleza no propiamente fisica (que no se refieren a ningún fenómeno 
fisico) pero que son de capital importancia para el estudio de diferentes teorías físicas. Es prefísica 
porque es Matemáticas, en concreto geometría; y aunque se considera la masa (magnitud 
fundamental y primordial de la Física) no sucede nada en ella, no hay fenómeno, no hay proceso, no 
le acaece nada. Pero sí podrían ser física de la “cosa”, del cuerpo, en la tarea de su caracterización. 
En todo caso el planteamiento es puramente formal, matemático. En resumen, se refiere puramente 
a la geometría (línea, área o volumen y, en su caso, contenido de ese volumen o masa) de la figura, 
sin hacer referencia a los fenómenos ni a los problemas físicos; se miden y calculan elementos 
propios del cuerpo. 


En este amplio capítulo de Prefísica desempeñan un papel de relevante importancia los 
temas que en Física clásica reciben, de ordinario, los nombres de centros de gravedad y momentos 
de inercia y que, desde esta perspectiva prefísica, son sustantivamente de naturaleza exclusiva 
matemática. 


Desde este punto de vista estrictamente matemático se consideran relacionados con los 
conceptos más generales de momentos de primer orden y momentos de segundo orden. 


Los temas concretos de Centros de gravedad y Momentos de inercia son de suma 


importancia en Arquitectura e Ingeniería y se pretende enmarcarlos en la concepción más general y 
abstracta que considera la Matemática de Momentos de orden “r”. 


2. CONCEPTO GENERAL DE MOMENTO DE ORDEN “n” RESPECTO DE “r” 
En la geometría de masas hay un concepto fundamental, primario, general, y muy útil, que 


es el momento de orden "n” de una figura geométrica o cuerpo físico, con respecto a un punto, 
eje o plano, que se define, con carácter general, matemáticamente, de la forma siguiente: 


M,, = f d”"do 
Q 


donde: 
Ms,” . es el momento de orden » respecto de r (punto, eje o plano). 
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2 
: es la integral de línea J , de superficie Sí , de volumen J J j , O de masa J J j ' 
1 S V M 


: es la distancia del elemento d/2 a r. 

: es el orden del momento, número entero; 

d(2: es el elemento diferencial de línea, de superficie, de volumen de cuerpo o bien (no se 
olvide que hablamos de problema matemático) de masa lineal, masa superficial o masa 
volumétrica, 


32 yr. 


Por lo que afecta a figuras geométricas los elementos diferenciales corresponden a un 
elemento diferencial de línea (d/), de superficie (45), o de volumen (4V). 


Por lo que respecta a cuerpos físicos los elementos diferenciales de masa (dm), pueden 
pertenecer a masas (supuestamente) lineales (dm = A dl), superficiales (dm = y: dS) o volumétricas 
(dm = p dV). Y estas masas pueden estar distribuidas de manera homogénea o heterogénea, es 
decir, que las densidades lineales, superficiales o volumétricas pueden ser constantes (distribución 
uniforme) o variables (distribución no uniforme). 


En general, el momento es una propiedad respectiva; es decir, no es intrínseca a la figura o 
al cuerpo sino de la figura o cuerpo respecto de un punto, eje o plano. 


3. MOMENTOS DE PRIMER ORDEN: CENTROIDES, CENTROS DE GRAVEDAD Y 
CENTROS DE MASAS 


Tres conceptos asociados diferentes que requieren tres términos asociados diferentes: 
centroide se refiere a las figuras, centro de gravedad se refiere a los cuerpos y centro de masas se 
refiere a conjuntos de cuerpos que se consideran puntos materiales (con masas en sus respectivos 
centros de gravedad), de ordinario se consideran sinónimos, pero como puede observarse existen 
diferencias claras en el terreno de lo conceptual aunque no tanto en el formal matemático. 


Propiedad: Si existe un eje de simetría en la figura (o cuerpo), el centroide (o centro de gravedad) 
estará en él. Si existen varios ejes de simetría, estará en el punto donde éstos se corten (punto 
común a todos). 
3.1. Momento de primer orden 
a) De un segmento 

Se considera un segmento cualquiera, L, colocado sobre el eje x de unos ejes de 
referencia x,y. Tomamos un diferencial de longitud, dl, a distancia x del eje y, perpendicular a 


la varilla. 


De acuerdo con la definición general, el momento respecto al eje y viene dado por la 
expresión: 
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O, =|xdl 


E a, 


b) De una superficie plana 


Se considera un área cualquiera, S, unos ejes de referencia x, y. Tomamos un diferencial 
de área, dS, a distancias y y x, respectivamente, de los ejes. 


De acuerdo con la definición general, el momento respecto al eje x viene dado por la 


expresión: 
0.= fas 
s 


O, = ffxas 
s 


El momento respecto al origen sería: 


Q, = [[(x? +y?a8 
Ss 


Y respecto al eje y por: 


c) De un volumen 


Se considera un volumen cualquiera, V, y unos ejes de referencia x, y, z. Tomamos un 
diferencial de volumen, dV, en el punto P(x, y, 2). 


De acuerdo con la definición general, el momento respecto al eje x viene dado por la 


expresión: 
O, =|[[ 4” +22 dv 
14 
Y respecto al eje y por: 
O, = Pf +2? dv 
V 
Y respecto al eje z por: 
O, = ff,» +y? dy 
V 
Y respecto al origen: 


O, = [ff yx? + y? +2? dv 
V 
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3.2. Centroide 

Se denomina centroide al punto de una figura geométrica (sin masa) que tiene la 
propiedad de que si en él estuviera concentrado toda la figura (línea, superficie o volumen) 
tendría los mismos momentos. 


Las coordenadas del centroide, de acuerdo con la definición, se obtienen a partir de las 
expresiones del momento de primer orden vistas anteriormente. 


a) Centroide de un segmento 


0, = | xdl=x, 1 > yal 
L 


b) Centroide de una superficie plana 


b.1) Simple 


ff as 


0,=ffxdS=x,8 => 1.== 
S 


ff» as 
0.=ff»ds=y.5 = y.= 
S 


S 


b.2) Compuesta 


Para un número finito de superficies en el mismo plano, por aplicación del “principio 
de superposición de efectos” (ley de suma de grupo abeliano del espacio vectorial real 
lineal de las magnitudes físicas clásicas), el momento de primer orden respecto al eje x 
se expresa: 


O, = |, yaS=|_ ydS,+ [ ydS,+...+ | ydS,=y,S,+yoS, + +08, = 


= Y y,S,=y,8 O PE 
i=1 


Análogamente, para el eje y: 


O, = Y x,S, =x,S => q 
i=l 
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c) Centroide de un volumen 


0 [poe 
o.= $1] yz dV=x.V > e SEA 

MS dv 
O, fiv" +2? dV=y,V > y, IE ES 


Nao 


V 


0, = f/f yx? +? dV=2z,V > 2,= 
Vv 


3.3. Centros de gravedad de un cuerpo 


Las componentes del centro de gravedad de un cuerpo (volumen geométrico con masa) se 
obtienen a partir de las expresiones: 


fx am 
Yo = Y 
M 
[ y am 
y 
| zam 
e NE 


a) Centro de gravedad de una varilla 
Si el elemento diferencial de masa considerado es lineal (ej: varilla), 4M =2 df , siendo A 


la densidad lineal de masa, la coordenada de su centro de gravedad viene dada por la expresión: 


xau fra 
M E 
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b) Centro de gravedad de una placa 


Si el elemento diferencial de masa considerado es superficial (ej: círculo), dM=0dS, 
siendo y la densidad superficial de masa, las coordenadas de su centro de gravedad vienen dadas 


por las expresiones: 
J x dM ff cds 
M S 


Xoo = H——= 


e“ y M 
Pau ff» cas 
_M > 
E” E” 


d) Centro de gravedad de un cuerpo 


Si el elemento diferencial de masa considerado es volumétrico (ej. esfera”), dM=pdV , 
siendo p la densidad volumétrica de masa, las coordenadas de su centro de gravedad vienen dadas 


por las expresiones: 
| : dM J J J x pdV 
_ Y 
M 


[»ac [joo 

- M o le 
¿”E 
| z au Slf= pav 

= M a 
1 TA 


| Convendría, en este caso, utilizar coordenadas polares. 
2 Convendría, en este caso, utilizar coordenadas polares. 
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e) Centro de gravedad de cuerpos compuestos 


Cada parte en la que se pueda dividir el cuerpo tendrá su correspondiente centro de 
gravedad parcial. De forma análoga a lo visto anteriormente para figuras compuestas, las 
componentes del centro de gravedad serán: 


n 
E M, 
cgi ¡ 
e Xx 


is cg1 My + Xgga Ma +».+ Xogn My 
% 2 M,+M,+..+M, 


Y Y ag M, 
Y. = _Yogl My + Yoga Ma ++ Yogn Mn 
ds - M,+M,+..+M, 


considerando: 


| x, am, | x dM > 13 dM 
Xcg) bad mad , Xcgo 3 E J, $ Xcg sl de 
M) M, s M, 
| », am, J y, dM> A AM 
M Mn 
». M1 : Yes sa M2 Eat 
1 M, 2 M, En M, 
| z, dM ES dM > ¡E dM , 
M M2 n 
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4. MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN: MOMENTOS DE INERCIA 


4,1. Momentos de segundo orden de figuras (momentos de inercia) 
a) De un segmento 


Sea £ la longitud de un segmento cualquiera alineado según el eje x de referencia. 
Considerando un d/, se define el momento de segundo orden respecto al eje y de la forma: 


NN 2 
1,=|x al 
L 


b) De una superficie 


Sea $ una superficie cualquiera con unos determinados ejes de referencia x e y. 
Considerando un dS, se define el momento de segundo orden respecto al eje x, según la definición 


general, de la forma: 
Ls J J y? dS 
S 


2 
1,5 |[+? as 
S 


Y, finalmente, respecto al origen de coordenadas: 


Y respecto al eje y: 


1,=1,+1,=||(? +y2)d5 
Ss 


c) De un volumen 


Sea Y un volumen cualquiera con unos determinados ejes de referencia. Considerando un 
dV, se definen los momentos de segundo orden respecto a los ejes x, y, z y respecto al origen, según 
la definición, de la forma: 


1, [[1?+2?)av 
Vv 


1, =|[[ta?+2)a7 
14 
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Ñ = || (x? + y?) dV 
Vv 


£ = ff» a = || [0 +? +22)dV == (1,+1,+1,) 
14 v 
Por ser los integrandos de orden dos (cuadrados) todos los valores son positivos. 


4.2, Momentos de inercia 
Los momentos de inercia son momentos de segundo orden de cuerpos (es decir, con masa). 
a) De una varilla 
El momento de inercia de una varilla de longitud £L y masa M, respecto a un eje 
perpendicular a ella situado en un extremo de la misma, se define: 
FA 
1=|4 ES Adx 
M 0 


donde x es la distancia del elemento diferencial al eje considerado. 


b) De una placa 


El momento de inercia de una placa de masa M, respecto a unos ejes cartesianos x e y, se 


define: 
da =|f»* am = |[ y? 0ds 
M S 


E, = | fa am = |[x?0ds 
M S 


siendo y la distancia del elemento as al eje x, y siendo x la distancia del elemento aS al eje y. 


Y respecto al origen de coordenadas (momento de inercia polar): 


1. = [ram = [0 +y?)4M=1, +1, 
M M 
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c) De un cuerpo 


El momento de inercia de un cuerpo con respecto a los ejes cartesianos x, y, z y respecto 
del origen de coordenadas se definen de la forma: 


1.=!] (y? +2?)p av 
1,=|| (+2?) pdv 
14 


1,=|| («+ y?) p dv 
14 


1, = [[fr? par = [ff0x? + +22)p4V =5(1,+1,+1,) 
V V 


El momento de inercia es una magnitud (escalar o tensorial), cuyas dimensiones (de cada 
2 . 2 
componente)son ME, y su unidad en el SI es el kg.m”. 


4.3. Cálculo del momento de inercia respecto a ejes paralelos. Teorema de Steiner 


Una vez conocida la posición del centro de gravedad y los momentos de inercia respecto a 
los ejes x e y que pasan por él, se trata de encontrar una nueva expresión para el momento de 
inercia respecto a otros ejes, paralelos a los anteriores, situados a cualquier distancia. Para ello se 
utiliza la expresión: 


Ly= Il Má 


que se denomina Teorema de Steiner y se enuncia de la siguiente manera: “El momento de inercia 
respecto de un eje cualquiera es igual al momento de inercia respecto a un eje paralelo a éste que 
pase por el centro de gravedad más el producto de la masa por el cuadrado de la distancia que 
separa dichos ejes paralelos”. 


De forma análoga sería respecto al eje y: 


ly=1y,+M ds 
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4.4, Radio de giro de una superficie 


Se considera una superficie plana S cuyo momento de inercia respecto al eje x es /.. 
Suponemos que esa superficie se concentra en una banda delgada paralela al eje x. Si la superficie 
$, así concentrada, ha de tener el mismo momento de inercia respecto al eje x, la banda debería 
colocarse a una distancia k, de eje x definida por la relación 


L=ES 

Despejando hs: 
sn 12 
kx $ 


La distancia k, se denomina radio de giro de la superficie S respecto al eje x. Pueden definirse de 
forma análoga los radios de giro k, y ko 


I 
Ly=153 +0 pe 


py 
.= iS => ko = Ea 
Ñ S 


Se puede comprobar que se verifica la relación 


EA 


5, PRODUCTOS DE INERCIA 


Se introducen, de manera análoga, los denominados productos de inercia que se definen 
formalmente mediante las expresiones: 


Ly = fx as 
s 


LS ff[«z ds 
E 
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1, =||»245 
S 


Con los momentos de inercia y los productos de inercia y los productos de inercia 
respecto de unos ejes determinados se construye el Tensor de inercia, tensor de 2% orden 
simétrico que se define mediante la matriz: 


ls La La 
3J=lLy IL, La 
le le ta 


Por ser simétrico es diagonalizable y el sistema de referencia (con el mismo origen) en 
el cual es diagonal se denomina principal y los valores de la diagonal principal son los 
momentos de inercia principales (autovalores o valores característicos). 
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1. FIGURAS GEOMÉTRICAS 


17) X 


a) Por simetría se sabe que el centro de gravedad estará en el centro geométrico de la figura, es 
decir, en (a/2, b/2). De todas formas se va a calcular por integración con el fin de coger 
práctica para ejercicios posteriores. 


Para determinar la coordenada x del centroide por integración se considera un elemento 
diferencial de superficie vertical como muestra la figura: 


dS =b dx 
fxdas 

y =2 

A 


y 2 ab 
x.S=fxd8=fxbdr=b[ | == 
Ss 0 ? 


Zo 
A 


a 
Dx. 
2 


Para determinar la coordenada y del centroide por integración se considera un elemento 
diferencial de superficie horizontal como el de la figura: 


dS =a dy 
fyas 
Ss 


S 


Yo 


b y b ab? 
»,S=| y dS=| y a dy o a 
Ss 0 0 


b) Para calcular el momento de inercia respecto del eje X se considera el elemento diferencial 
de superficie horizontal anterior por tener todos sus puntos equidistantes del eje X, 
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dS =a dy 
b pi 
1, =|y? dS= | y? ady=a— 
S 0 3 


c) Análogamente, para calcular el momento de inercia respecto del eje Y se considera el 


elemento diferencial de superficie vertical: 
dS =b dx 


a 3 
1, =x? 45=[1? bar=5 
s 0 
d) El momento de inercia respecto del origen será: 


O 
Il, =1.+1, =a—+b—=-ab(b” +a? 
0 x y P: 3 3 ( ) 


Inicialmente se calcula el valor de k para determinar la función. Considerando el punto x = a, 
y=b: 


b=ka? > p=2 
a 
Por tanto, la curva es: 
ad Y 
e y XFA É 


a) Para determinar la componente x del centroide se considera un elemento diferencial de 
superficie vertical (todos los puntos del diferencial han de estar a la misma distancia del eje y, 
en este caso), como muestra la figura: 


dS = y dx 
a a sr 
S=jdS=|ydx ¡ra E [a 
$ 0 oa FLA A? 
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Una vez conocida el área de la figura se procede a calcular la componente x del centroide: 


fx dS 
Ss 
S 


o 
siendo x la distancia desde el elemento diferencial de superficie (dS = y dx) al eje considerado. 


x,:S=jxd8=|xyac= [xv de=l a? 
S 0 o q 4 
Por tanto: 
_1Aa?b 3 
a A 


Análogamente, para determinar la componente y del centroide se considera un elemento 
diferencial de superficie horizontal [4S = (a-x) dy], como muestra la figura: 


Py as 
A. Y 
Ye Ss 
b b y ab? 
y», S=5y d8=5 y (a-x) dy=[ y |a-a. 2 (d=— y=ké b 
S 0 0 b 10 
dy 
Por tanto: 
ab? ==> X 
== EA A 
sl e. A 
Yo 1 id Ye > 
— ab 


3 


b) Para el cálculo de este momento de segundo orden (de inercia) 1, se considera, de nuevo, el 
elemento diferencial de superficie horizontal, por tener todos sus puntos equidistantes al eje X: 


b b b 
dS =(a-xdy > 1.- ras [ao jay ya La 
Ss 0 0 0 


c) Para el cálculo del momento de segundo orden 7, se considera el elemento diferencial de 
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superficie vertical: dS = y dx. 
1,= ¡ras = [ya] 2 dx 
Ss 0 0 a 


bear, Dll a?b 
== |xXdr==|| > 1,=— 
l, 7) AE y 5 
d) Radios de giro. 
ab” 
O 0 
A NS => O 
K Ss Tab - K $7 
S 
l 5 
K; $ ab 52 > K, Fa 
3 


Inicialmente se calcula el área encerrada en la figura. Para ello se considera un elemento 
diferencial de superficie vertical, dS, como se muestra en la figura adjunta: 


2 
dS=y d=L dx 
E 


Integrando esta expresión: 


3a 2 
S=1dS=[Lar= gm L=4 In 3 
> Y a 


La componente x del centroide será: 


fx.dS sn 3 
x=? > x.S=Jx.dS= fx L dx= la? xl =a*(3a-0)=2 0? 
s a Xx 


Por tanto: 
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Para determinar la componente y del centroide se considera 
un diferencial de superficie, tal y como muestra la figura 
(dS=dx.dy): 

f y.dS 

Ss 


S 


tn 


al 


y.S=5yas=fax]ydy => [Ja 


Por tanto: 


a E> E s 

pa ER 
= = = => = 0,303 a 
de 2a?1n3 2In3 3In3 a it 


a) Inicialmente se calcula la superficie objeto de estudio, considerando el elemento diferencial 
vertical de superficie que se muestra en la figura siguiente: 


Y 
y =4% > y=t+2Wx Pudo 
=(2/x+24/x ) as 
Integrando: Xx 
12 Y 3 
Ss=fdS=[4V/x de=4 == 5 x “dx 
q des E] e 
x=5 
Una vez conocida la superficie se calcula la componente x del centroide: 
fx ds va 
=2 > xx: S=[x-d8=[x-4 Jxdx=4 — 5% 
E ve E qe 


Por tanto: 
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$ 5 
3 3 2 
NAS 8 =5 3 => Xe 3 
5% 
e) 
Y, por simetría: y»,=0 


b) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje Y, se considera el elemento diferencial 
del apartado anterior: 


5 am Y E ARA 
1L=[.d=[ 4 did=4 (| => 1,=2 92-319,438 
: 772 |, 7 


c) Para la obtención del momento de segundo orden respecto al eje X se considera un elemento 
diferencial de superficie horizontal como se observa en la figura: 


a=[5-7)0 


2 yan E 3 
1,=5y?d8= [y (5-2 Ja 
S -/20 
420 
3 5 
1 4 -2 20.70 -2 20% 
E) 4 5 
1:=119,257 


d) El momento de segundo orden respecto al origen de coordenadas, también conocido con el 
nombre de momento polar será: 


1, =1,+1, = 319,438 +119,257= 438,695 


Se calculan los valores de k, y k, para poder determinar la 
superficie objeto de estudio: 
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Para determinar la superficie encerrada entre las dos curvas se considera el elemento diferencial 
de superficie vertical de la figura: 


0% A 
dS =(y,-y,) de (qa 0 de) as 


Integrando esta expresión, se obtiene la superficie: 


af b b b ae ba ab 
liga lee — Y | dea Loy Li 
) (e e” ] da 2 4 3 3 


La componente x del centroide se obtiene a partir de la expresión: 


SR 4 
x,:S=5xdS=fx > - La, e E Er ab 
$ 0 Ja a a 5/2 24 20 
Por tanto: 
ho: 27 
eri b 9 9 
5 —il Xx, == 4 

ab 20 20 
3 


Para la determinación de la componente y, se toma un 
diferencial de superficie horizontal, como muestra la 
figura adjunta, definido de la forma siguiente: 


a a 
ds =(x) 109 Ñ E) dy 


La componente y del centroide se obtiene a partir de la expresión: 


Sd 
b a o a bh ab 3 
o ás = O - — => —— — e — —= — (] 2 
y. | Y ES ya A, b 


y? b bd? 4 20 
Por tanto: 
$ 73 
> 20 9 e e 
“ ab 20 “ 20 
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b) Para el cálculo del momento de segundo orden respecto al eje Y se considera el elemento 
diferencial de superficie vertical dS = (y, - y,) dx por tener todos sus puntos a la misma 
distancia del eje Y. 


n= fx? ds=[x? ka Ale e | de 
S 0 


¡44 dx l_tad” kid e E 3a*b 
"LO Ae A A 


c) Para la obtención del momento de segundo orden respecto al eje X se considera el elemento 
diferencial de superficie horizontal dS = (x, - x,) dy. Además, se definen las curvas en función 
de y, en vez de x como en el apartado anterior. 


b 
ASIA > y=a 2 
a b 


El momento de segundo orden será: 


Fs] 2 dS=| 2 a e-Z ¿ld > cal la 
Y 12 b > Ly E Vol 7 y 5 
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2. CUERPOS CON MASA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 
(CUERPOS HOMOGENEOS) 


a) Por simetría, dado que la masa está uniformemente distribuida, el centro de gravedad estará 
en el centro de la varilla: 


b) Se considera un elemento dM que está a una distancia x del extremo de la varilla por el que 


pasa el eje: 
dM=4 dx 


M=A4L => E 


El momento de inercia respecto a ese eje será: 


L 1 
Lextremo” $ x? M=f 4 d=4= 
M 0 3 


I extremo E 


wi= 
Xx 
e 


c) Para calcular el momento de inercia respecto al eje perpendicular a la varilla que pasa por su 
centro de gravedad utilizamos el teorema de Steiner, sabiendo que el centro de gravedad de la 
varilla está en su centro geométrico ya que es homogénea. 


LL +Md 
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a) Por simetría el centro de gravedad estará en el centro del disco, ya que la masa está 
uniformemente distribuida (M =0-S =0 1 R?). 


b) Para determinar el momento de inercia respecto del eje perpendicular al plano del disco que 
pasa por su centro de gravedad consideraremos un elemento diferencial de superficie que sea un 
anillo de espesor dr, ya que todos sus puntos están a la misma distancia del eje y, que se expresa 
de la forma: 


dS =2xrdr => dM=0dS=02xr dr 


dS =27r o - 


Y el momento de inercia será: 
4 


R 
I= [r? dM=[r*02xr dr=021 > 1= yr? 
M 0 4 O A 


c) Para determinar el momento de inercia respecto del eje paralelo al plano del disco que pasa 
por su centro de gravedad consideraremos un elemento diferencial de superficie definido de la 
forma: 

dS =rdrdgp ds =r dr dp 


debido a que cada parte del disco está a una distancia PS 


distinta del eje. Por tanto: «$ 


dM=0d8S=0 r dr do 
y el momento de inercia será: 
27 R 2x R R 2x1 
I=f[ráaM=| [Yordrdp=| [r? cos? po r drdop=0[r*dr [cos*p dy 
M 0.0 0.0 0 0 
1 


1==MR? 
A AMA 


d) El momento de inercia del disco respecto de su centro de gravedad (momento de inercia 
polar) será el mismo que el del apartado b), ya que la mínima distancia es precisamente el radio. 
Vamos a comprobarlo: 
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27 R 27 R* R* M R*x 
L,=5r?dMM=jj[rordrdp=| o — dp=0 — 2r= 
d E 1 ij l die TR? 2 
1 
«== MR? 
det eta 
nd 1 1 . 
e) l, =1, +1, . Por simetría central: /,=/Í, A ed 


La componente x del centro de gravedad es cero por la simetría de la figura. 


iia , A dS =rdrdg 
La masa total distribuida uniformemente por el semicírculo es: 


TR 2 2 
M=j0:dS=|[0-r-dr de=0 [o] =0 Loa 
Ss 00 2 2 
_2M 
TR? 


Para calcular la componente y del centro de gravedad se utiliza la expresión: 


| y-dM 
M 


Yo” M 


3 


mR Tr sl Ri " 2R 
Y M= | y: AM=0||rsenp r dr dp=0f — sen dy=-0 —[ coso /,=0 
M 00 0 3 A 3 
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2R? 
Y TR? Y 3 
d 2 


b) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje X se considera el elemento diferencial 
de masa definido anteriormente: 


hi R a R* R T 
iy] y dM =| o sen” p dp j r?rdr=0 | seno dy És ¡( 
M 0 0 0 l 4 0 


L-e0s20 Jao 


4 S pa 4 4 
A PO A 


4 |, 8 =P 8 


c) Procediendo de forma análoga a la del apartado anterior 


4 z 

R (E a 
4 5 2 
Rlop seno” _xR* 2MaxR 
li 


4 |, 8 IR? 8 


ed R Tr 4 
l,=5 x*dM=5j o cos” p dp | r?rdr=| eLato do=0 
M j 0 0 0 4 


1, =2MR? 
4 


d) El momento de inercia polar será: 


1.=1,+1,=5MR 
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a) Se considera un elemento diferencial de masa definido de la forma: Y, 


dM=12-dl=4-Rdp 
27 

M=j4-Rdp=2 2% R 
0 


27 R Eje tg 


El momento de inercia respecto al eje perpendicular al plano que pasa por el centro del aro es el 
mismo que el momento de inercia polar, porque la mínima distancia del aro a dicho eje es la 
distancia al centro: 


27 it 
=|RIM=| RA -Rdp=AR 27 > 1, =MR 
M 0 E 


b) El momento de inercia respecto del eje que está en el plano del aro y que an por el centro 
de gravedad se calcula sabiendo que por simetría: 


x 


1 1 
1 dy =L, > 1,51, MR 


c) Como el eje tangente al aro (en su plano) es paralelo al que pasa por el centro de gravedad 
calculado anteriormente, se aplica el teorema de Steiner: 


Uy 


Ty =L ME “5 MRP4+MR*' => Lie 175 MR? 


a) Como el cilindro es homogéneo: M = pV = prR*H 


¿l ad 
eje  generatriz 
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Se considera un elemento diferencial de masa que sea una corteza cilíndrica de altura H, radio r 
y espesor dr, con centro en el eje del cilindro dado: 


2 E 2 R* 1 A" 
Foo = fr dM =|r paria 2 pa => Le =MR 
M 0 
b) Como la generatriz es paralela al eje se puede aplicar el teorema de Steiner: 


I 


generatriz generatriz 


=1,, +Md* =MR +MR*>I =MR' 


Como es homogénea: M = pV = pr(Ri-—RYH = pa3R?H 


Para calcular el momento de inercia se considera el mismo dM que en 
el ejercicio anterior: M = ¿dV= ¿271 H dr 


RÍ—RÍ 15R 


% 
Lo = Jr?dM= [r*p2xrH dr =27 pH =1 pH 
M Rj 


eje 


LME 
O AS 


eje 


3 


El volumen de una esfera es: Y =<1er => Vodar > dV=4ar dr 


El momento de inercia de una esfera de radio R y masa M respecto a su centro, en coordenadas 
esféricas, es: 


R R R 
l,=[r? dM=| r?*pdV =pj r*.4w”.dr 
0 0 0 
E) 
R E a 3 


le-iur 
3 3 
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Y, en general, el momento de inercia respecto al origen de coordenadas de una esfera es, en 
coordenadas cartesianas: 


1, = [rraM = [(* + y? +2?) dM = [¿Qv*+2y* +22) dí 
M M 


M 


E =J(ertaatezt ea + y*)am 
M 


La -3 [10 +2)dm+ [le +2*)am+ [le 19)am 3, +1, +1,] 


M 


Por simetría 1, = 1, = L,. Por tanto: 


Para un octante de esfera, (por simetría): 


1 eje a 


octante 


ps 
8 


a) Como la masa está uniformemente distribuida: 
M=0:S=0-:ab => dM =05:dS =0-ady (Ver Figura adjunta) 


Por tanto el momento de inercia respecto al eje X será: 


» y og 1 
1, =5ydM=j|y?0ady=a0| —| =—ab* ==Mb? 
M 0 3d 3 3 


Cc) Para determinar el momento de inercia respecto del plano paralelo al anterior que pase 
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por el centro de gravedad se aplica el teorema de Steiner: 


2 
1,=1,+M8*=>1,= me -M2-2q1 
3 4 12 


c) Primero calculamos el momento de inercia respecto al origen 
(que coincide con el momento de inercia de la placa respecto a un 
eje perpendicular al plano de la misma que pasa por dicho origen): 


1, =L, +1 <= Lar 


DE E 


Mía? +b?) 


Una vez conocido l,, basta aplicar el teorema de Steiner para determinar el momento de inercia 
de la placa respecto a un eje paralelo a éste que pasa por el centro de gravedad: 


2 2 
1, =1,¿+Md > 1, = Ma +35 (2) (3) - MA +1?) 


Centros de gravedad y momentos de inercia 33 


3. CUERPOS CON MASA NO UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 


a) La densidad lineal de masa varía según: 


$ L y L 3 
M=5f24d=[ k x? aa [Earl > his > dx 
A 0 3) 3 '£ E 


El centro de gravedad de la varilla será: 


L IA 
fxdm Dor x? dx L 
P BI 3 


b) El momento de inercia respecto al eje vertical que pasa por un extremo es: 


L L sy 
Le =) Pr dm =' y Ma q 4 El 
0 0 des £ 5 17) 


3 
eje “7 MI? 
Mina 


d) Aplicando el teorema de Steiner: 
L eje =I,¿+M-d? 


1, =1, MP == MP -M TD E ; 2) ME 
5 16 "Uso" 30 


3 
¿e ME 
Les 80 
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a) La masa total de la varilla es: 


dM=1A dl=2, (7Jas 


L 2 
M- [4-57 195) dx = Ao +42) 
M 0 L 


El centro de gravedad estará en: 


A. AE O e 
ls xa ps > rez! 


b) El momento de inercia respecto al extremo será: 


8 y? rl e) 193) abit ML? 
Expresándolo en función de M: 
c) Aplicando el teorema de Steiner 
1, =1,+Md” 
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a) Se calcula inicialmente la variación de la densidad superficial de masa con la distancia. Para 
ello se divide la superficie en dos partes 1 y 2 como se muestra en la figura adjunta: 


o=kx Y 
dM = y dA 
IM, = kx a e 
30 ; 
M, = Sl0kx, dx, =5k-30* =4500k o AHEAA Xx 
0 


20 
dM,=kx, 10d, => M,=|10kx, dx,=5k(20* -10?)=1500k 
10 


La masa total será: 
30 20 x? po x? de 
M=5dM, +5d4M,=f 10 kx, de, +[ 10 kx,dx,=10k| L | +10k| 2 
0 10 2 , 2 le 
Yo A ss 
Z Es 2 6000 


MM 
Por tanto, la densidad será: O 070 £ 


Para calcular el centro de gravedad de la superficie se calcula primero los centros de gravedad 
de cada una de las partes en que se ha dividido ésta: 


30 Mi 
Xq, M,=Sx,dM=| x, kx, 10dx, 104 4 430 
5 0 


1 30 > 
Xog A 30=20 
- 5k30 3 


Ej VO e 
Lu ¡Mo= | E RX, Le ae -107) 
10 


282 
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10 
5 G0'-10*) 2 7000 2 
E A 
tez "sk (207-10%) 3 300 > 


Por tanto: 
Ag Mi+ X¿, M2 = 20-4500k+15,5-1500% 
M¡+M,) (4500+1500) 


Para la componente y hay simetría, por lo que y. = 15 € Yo = 5. 


_Ye Mit Y M2 _15: 4500k + 5:1500k 
des M¡+M> 6000 k 


Y =12,5 


b) Se calcula el momento de inercia respecto del eje Y de cada una de las dos partes 
consideradas (en expresiones teórico-formales que deberían completarse con las 
correspondientes unidades según /1] = MI? ): 


. A a ñ 
1,= [x? dM, =| x? kx, :10 as 10 E | a 
0 


My 


20 + PP 
L= jx2aM,=| x? k-x,-10dx, =10k E A [20* -10* |=62,5M 


M» 10 
1,=1, +1, =400M 


c) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje X se 
consideran los elementos diferenciales de masa que se observan 
en la figura, definidos de la forma: 


dM,= k x, - dx, -dy, 
dM, =k x, dx, dy, 


a mn. ., o, xx 
L=5 y; AM, =5fy; kx, dx, «dy,=| yk > 
M1 10 0 10 


0 
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20 30? 0? 1 M 
Le [A > Pa 20* .10* [=105.10% ——<=175M 


s 10 20 6 10 , e el 
L,=S y ¿dM2=5 5 y, ke, :dx, MEA —- | dj 


10 


2 


1, =1, +1, =183,3 M 


4) il 
-b) El momento dei ineiela respecto dl eje X.. 
) El momento de inercia respecto al eje Y. 


a) Para calcular la masa total de la placa se divide ésta en dos partes de masas M, Y M,, CUYOS 
valores son: 
dm=05dS =k y" dS si dS, = 30 dy, 


20 
m, y ds, = Lo: (10 dy,)=10k | yí dy, 
0 


3 
m, = el sh 2, 
0 


3 3 
30% -20 E 


30 30 AN 
m,= | 0dS,=| 0 (30 dy,)=30k | y, dy,=30k E =30 | 
S» 20 20 mi 


La masa total de la placa es: 


3 
M=m, +m, =10k | 30? - 20* Pe 4 =10k (27000-5333)=216666 k 
1 2 3 


y la constante de proporcionalidad: 
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M 
216 666 


La componente x, =15 por simetría de figura y de distribución de masa respecto de la recta 
x=15. 

20 30 20 , 30 2 

by, dm, +1 «dim, by, «k y; 10d), +Íy, «k y, -30dy, 


GS M 
y 7y?20 y 90 
|| +304 | 
O O A A (10.20* +30.30* - 30.20* 211.107 
cg M AM 4M 
Y. 724,34 


b) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje X se consideran los elementos 
diferenciales de masa del apartado anterior, sabiendo que el momento de inercia de toda la placa 
es la suma de los momentos de inercia de cada una de las partes en que se ha dividido la misma 
(se recuerda que /1] = ML?). 


20 2 30 2 20 3 y 30 2 3 
1,=) A! y, dmy=) y," k y¡:10 d+ Yo k y¿:30 dy, 


$ 20 5 30 
pio 220 | =2k-20% +6k-(307 -20%)=1,33.10* k 
O 


20 
1,=613,85 M 


c) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje Y se consideran los elementos 
diferenciales de masa que se aprecian en la figura: 


dm, =0.dS, =k y? dx, dy, 


dm, =0.dS, =k y dx, dy, 


1,=5x? dm, +Íx3 dm, 


3030, , 22, , 
Laa k y, id E k y, dy, dx, 
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30-20? 30%, , 20% 20-10" _k 


=k 
ds 3 3 3 3 9 


1,= 2918 M 


Y (cm) 


10 20 30 K (em 


Se divide la superficie en tres partes, sabiendo que la 
masa total será: 


M =m, +mM, +M, 


Como 
o = kx 
dm=05 ds = kx ds 
Se calcula la masa de cada una de ellas: de em) 


20 20 20 x? pe 
m =|0 ds, =fo(10 dx,)=10k f x, dx, =10k += =2000 k 
0 0 0 


0 


10 10 10 y? a 
m, = 6 ds, = fo (Q0 dx,)=20k | x, dx, =20k E =1000 k 
0 0 0 


0 
30 


30 30 30 x? 
m, = |odS,= [0(15dx,)=15k | x, dx, =15 k 67 =6750 k 
0 0 0 


0 


Por tanto: 
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2 Z 2 
M=k os 7. +80 5 +10 el [6750 + 1000 + 2000 ]= 9750 


O bien; E. 
9750 


Como es una figura compuesta, la componente x del centro de gravedad se calcula a partir de la 
expresión: 


20 10 30 
f dm, -x, + | dm, -x,+ | dm,-x, 
0 0 0 


M 


Xcg a 


Luego: 
20 10 30 
X¿ M=|x kx, 10d +/x,-kx,:20de, + $ x,: kx, :15dx, 
0 0 0 


yl 20 pe 10 y 30 k 

X¿¿ M=10k el HOR |] +15 | ==(10.20* +20.10* +15,30* ) 
3 A 3 A 3 7 3 

Por tanto: 


Yog = 17,26 cm 


A efectos del eje y, por la distribución simétrica respecto de los ejes medios paralelos a x: 


y =40 ; ¿e a He A 


Por tanto: 
IM Y ag FM) Y og, EM Y, mm 40 + m, +25 + mm, +7,5 
de Mo M 
2000 k -40+1000k-25+6750k-7,5 k 
A (80000 + 25000+ 50625 De 


Y¿ "15,96 cm 
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La ecuación de la hipotenusa de este triángulo es: 


eb o bien 1-0 2) 
a b 


Para calcular la masa de la placa se considera el elemento 
diferencial de masa de la figura adjunta 


dM=0.dS=k-y.x-dy 


A 2 37P E, 27: a 
moje ya [12 dy=ka IN E _Kkab 
0 b 2  3b h 2 3 6 


a) Una vez conocida la distribución de la masa se puede calcular el centro de gravedad de la 
placa triangular, 


b) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje X se considera el mismo elemento 
diferencial de masa del apartado anterior. 
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e) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje 
Y se considera el elemento diferencial de masa que se 
muestra en la figura adjunta, definido por: 


dM =05:dS =k+. y dx dy 
ol1-Z 


L=5x.dM=| [| x*-koy de dy 
M 0 0 


a) Para determinar la variación de la densidad con respecto al cuadrado de radio se considera un 
elemento diferencial de masa como se muestra en la figura adjunta: 


o=kyr? ; oras 
4 2 
R R 4 
estrias Ey Elo ps RE 
$ 0 2 2.0 8 
-8M 88M, 
Re ss era 


Una vez conocida ésta se puede calcular el centro de gravedad. Para ello se considera el 
elemento diferencial de masa que se muestra en la figura siguiente: 
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dS = rdrdg dS=rdrd0 


dm=05-dS=k r?.r dr de 


x=rcos 0 
Xx z 
R 2 
fxdM [fr cos0-kr?.r d8 dr 
Xx — M 00 
EM M 
z - .3 5 
y MEET 0 0 LE X [senol 
0 0 TR 
_8rR 
a e 
Por simetría respecto a la bisectriz: " 
32 
e 5 


64R? — [128R” 
5 E E at =S y ARPA =072 R 
de ió 25. 25m >” 
b) Para calcular el momento de inercia respecto de la bisectriz se gira el cuadrante de tal manera 


que la bisectriz coincida con el eje X, tal y como se aprecia en la figura siguiente: 


y=rsend 


R 


Ibiseo = | y? dM=5 Í (r seno Y - e r? rd8dr 
M on TR 
4 


bisectriz 


ds 
4 

I bisec 215 sen 
0 


16M  R' 
TR? 


E sen E E] se 90=—MR a 
0 


Fl bisec — 


44 


z sen — 
A rl cc y = 
3 2204), 3 873 
Ibisec 0,121 M R? 
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dr X 


Para calcular el centro de gravedad se considera el elemento diferencial de masa de la figura 


siguiente definido de la forma: 


ds =r dr dq 
k 
dM =0-d$ =—rdr-dp=k:dr-do 
r 


x=r cosQ 


La componente x del centro de gravedad se obtiene a partir de la expresión: 


3R 
Xg: M= | x-dM =Í [rcospkdr dp 


M 


7, e 2 ” 
Xoa' M=] as PI [sen p|? e 0 
e 2 z 2 


= [eng so) 
ca ai = 


R?* 
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KR 
E A 
Xeg 7 kTR >  Xag”7 pa 
2 
Por simetría respecto de la bisectriz: 
_R 
Ye 7 4 


b) Momento de inercia respecto al eje X: 


rn 


a 


mm 2 AR 2 4 2 R 

1,=5 y dM=|[j (rseno Y kdrdo=Í ksen* pdo — 

M 00 0 3 

e : z 

AE cos 2p pa E 2. ma | 
0 


ES 2 312.4 


0 


Ez sen sen0 | kR n_2M Ron 
E 314 4 4 3.4 7mR 3 4 
a 
1. ==MR 
PRE - MO 


c) Por simetría, el momento de inercia respecto al eje Y será también: 


z =1 4 R? 


3 


o=arcig? => tgo=2 
E Xx 
De la figura se deduce que: 
Ñ 
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Por tanto: 
go=0p 


dS=rdrdy > dM=G-dS =q"rdr-dy 


33 3 ul 3 3 
xo: M= Ej pcospdp= E lp sen p +cos e]? ete e, «E (7-2) 
ce 3 312 6 
Por consiguiente: 
R 
GR E ar 
E > Te (7-2) 
16 


Análogamente, la componente y del centro de gravedad se obtiene a partir de la expresión: 


pa] 
pS 


: : 
Y, M=f y dM=j| r senp:r drodo=— | y sen pde 
M 00 0 


3 
R SR Tr]? 
Hs :M == [sen 9-9 cos ol El - 0 - pp Q-T) 
Luego: 
R? 
, "3 Q-T) — 8R ó 
Yeg” RT Ya“ Q-T) 
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a) Como hay simetría respecto al eje X, el centro de gravedad estará situado en dicho eje, por lo 
que sólo hay que calcular la coordenada X.,. 


Fig "0 


Se considera el elemento diferencial de masa que se muestra en 
la figura adjunta, definido de la forma: 


o=kr ; dS=r dr dp 


dM=0-dS=k:w"r*rdr dp=K-y?-dr-do 


$ 

M=[0:dS=Í [ kr? -dr-do=k 
¿Ed p 
2 


vis —Nia 
—— 
wmv 
hi) 
3 
a 
$ 
il 
“| 
Ss 
E 
1 
= 
a 


La componente x del centro de gravedad se obtiene a partir de la expresión: 


SN 
Xog* M= ls] rcosq «kr-dS= j (fr? cosp-krdr-do 
2 


del 


Teniendo en cuenta que la figura está situada en la parte negativa del eje de las X: 


Xo: M=-2k 


S_— via 
Str—uia 


coso do 


R A 4722 ia 
cos de Í rdr=-2k Í cos do 24 E 
RI 0 4 dls 4 


Xcg . == —_ 


Emiro lleno = E(R3=R2) 
Por tanto: 
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b) Para el cálculo del momento de inercia respecto al eje Y consideramos el mismo elemento 
diferencial de masa del apartado anterior. 


, > ' , x > y R2 
L)=[x"-dM=| [r*:cos*pk:r*dr-dp=k | || cos” q-dy 
M ER] me 5 RI 
3 2 


_k Ss 5 2/1 
Í, ¿(Ri Ri) l 2 
2 


cos 2 
+—— ld 
2 Jas 


5_p5 5 5_ pS 
pe seno | MEE EFE sent)) 
ST R>=Ri 2 5 107 R>-R; A 2 2 2 
y -MBR-R 
> 10 R5-Ri 


Este segundo apartado se puede resolver por otro procedimiento. Se calcula inicialmente el 
momento de inercia polar de una corona completa, considerando el elemento diferencial de 
masa de la figura: 

Y 


dM =6-dS =kr-dS do 
SS 


R 
L,=5 r?.dM= Í po a 5 *2nrdr 
M R] T Ro-Ri 


Para media corona: 
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XxX 


Se considera el elemento diferencial de masa que se aprecia en la figura adjunta y que se define 
de la forma siguiente: 


ds =rdrdq ; qe 
r 


dM = 5 But r dr do=k dr dy 
r 


; k 
kdrdo=[k (RR) do=k (R,-R)5=2 (BR) 


2M l  2M 
¡a E Ni 
TR, —R,) r T(R, —R,) 


La componente x del centro de gravedad se obtiene a partir de la expresión: 


cg 


X¿ M= fx-dM=] rcosq-k dr-do 
M 0 


5 2 _ p2 
%,¿ M=|k 29 coso = 5188) sen E sen o) 
0 z 7, 2 
MIR -R? 
HR, Ry) _1 RR o RAR 
*% M T RR, rc 
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2 
kl? p2 
y.= ¿e Ri) _1 RR sá _R,+R, 
e  k ñ cg 
7 "(R=Ri) TT R>-Ri T 


b) Para el cálculo del momento de inercia se considera el mismo elemento diferencial de masa 
del apartado anterior: 


1,=5 y -am=] [ r*sento-k-dr-do 
M 0 


— 2 | seno do 


_2M R-Ri Í l- cos29 y Es _sen2o Í 
0 2 3T Ro-Ri 2 4 


0 


Xx 


pt 1 3 E 5 
Í EE sem eno) E E MA A 
37 RRA 4 37 Ro"Ri 4 6 Ro-R) 


Por tanto: 


